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0) Montrer que pour tout x €| — 1; +oco[ on a I'inégalité In(1 + x) < x. On
n’hésitera pas a utiliser ce résultat par la suite.

I Préliminaires : la constante oy d’Euler.

n

On note pour, n € N*, H, = Z — la série harmonique et h, = H, — Inn.

k=1 k

Existence de 7y

I.1) Montrer que Vn € IN*, h, € [0,1]. On pourra utiliser une comparaison
série intégrale.

1.2) Montrer que (h,),en+ est monontone. En déduire que (h,),eN- converge.

On note y = ngrrl hy.
n o

1.3) Montrer que Hy, ~4 o Inn.
1.4) Montrer que y € [0, 1].

Calcul approché de

1.5) Pour tout n € IN*, on note D,, le domaine de R? défini par

D, = {(x,y)

1 1
R, n<x<n+1 et ——<y<-=
S n<x<n+ en+1_y_x}
Représenter graphiquement D,, dans le plan muni du repere orthonormé
(O, Zf) et montrer que l'aire de D, est égale a h,, — h,41.

1.6) Montrer quel'aire de D, est comprise entre 5 (31 — 745) et 5 (5 — 727)-

n
L.7) En déduire que Vi € N*, hy — 5 <y < hy — 5 + m

1.8) Ecrire une fonction calcul_gamma (epsilon) en PYTHON permettant
d’obtenir 7y avec une précision € > 0 donné. On supposera le logarithme
népérien déja chargé, par exemple par from math import log.

II LafonctionT

La fonction I' d’Euler est définie pour x € R* par I'(x) = f0+°° t—le~tdt,

Régularité et propriétés élémentaires de I

I1.1) Soit x > 0. Montrer soigneusement que t — +*~le~! est intégrable sur
R% et ainsi que I est bien définie.

I1.2) Montrer que Vx € R*, I'(x) > 0.

I1.3) Montrer que Vx € R*, I'(x +1) = xI'(x).

IT.4) Montrer soigneusement que I' est continue sur R”. On citera précisé-
ment le théoréme utilisé et on justifiera bien toutes les hypotheses.

IL5) Montrer tres soigneusement que I' est C* sur R* et donner I'expression
de I'®)(x) sous forme intégrale pour x € R* etk € IN.

I1.6) Soit x € R* eta > 0. Justifier I'existence de f0+°° t*~le~*'dt et donner sa
valeur en fonction de I'(x) et a*.

Expression de I' comme limite

Pour x € R et pour n € IN* on définit la fonction f,(x, -) sur R telle que

pour t €]0,n], fu(x,t) = (1 —L)"# et pour t €]n; +oo[, fu(x,t) = 0.

I1.7) Montrer que pour (1, x,t) € N* x R{ x R%, 0 < f,(x,t) < e~ tpr—1,
I1.8) En utilisant le théoreme de convergence dominée, montrer que

n t n
(1—) e
0 n

On posepourn € Netx € RY, I,(x) = fol(l _ u)nux—ldu.

Vx € R%, I'(x) = lim

n——400

Formule de Gauss

I1.9) Justifier que I,(x) est bien définie pour tout x € RY.

I1.10) Pour n > 1, déterminer une relation entre I,(x) et I,_1(x + 1).
I1.11) En déduire, pour n € IN et x € R, une expression de I, (x).

n'n*

I1.12) Montrer que Vx € R*, I'(x) = lim ———.

n

[T(x+k)

k=0

n—r+o00
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Formule de Weierstrass IV.2) Montrer que pour tous réels x > O ety > 0, B(x,y) = B(y, x).
IV.3) Soient x > 0 ety > 0. Etablir que (x + 1,y) = - B(x, y).
1 & X L X\ -x x+y
I1.13) En justifiant que — 1+ =) = 14+ -—)e*|,Vn € IN* et L.
) En]j d n"ﬁ( k> H[( k> ] IvV4) Endedulrequepourx>0ety>0,,8(x+1,y+1):mﬁ(x,y).
1 L X —x
Vx € R%, montrer que —— = xe’* lim 1+ )er | Relation entre la fonction et la fonction T
d I'(x) n—+oo g [ ( k ) } p
II La fonction ¥* On veut montrer pour x,y € R larelation (R) : B(x,y) = m

IV.5) Expliquer pourquoi il suffit de montrer la relation (R) pour x ety > 1.

Pour x € RY, on pose ¥*(x) = %, ce qui définit la fonction Digamma. | Op suppose désormais que x > 1 ety > 1.

oo yx-1 s
, — T t
II1.1) Montrer que la série | [ln (1 + E) — q converge simplement sur RY, . IV.6) Montr.er que B(x, 5/) 0 (0™ du. On pourra utiliser le changemen
=1 k k de variable t = 1.
. Foo x x IV.7) On note Fy, la primitive sur R™ de t + e #*"¥~1 qui s’annule en 0.
II1.2) On pose, pour x € RY, g(x) = Z [ln (1 + E) - E] Montrer que g est Montrer que V¢ € R*, Fyy(t) < T'(x +y).
k=1
de classe C! et exprimer ¢’ comme somme d’une série de fonctions. IV.8) Poura > 0,so0it G(a) = 0+°° (11;’)1 = Fxy(a(14 u))du. Montrer que G est
113) En ded R* ¥ -1 T /1 1 définie et continue sur R™.
) P . c * , * - 4+ el
) En déduire que pour x (x) X i k:zl <k k—|—x> IV.9) Montrer que ET G(g) = ]f'(x_{_y)‘B(x,y),
a [ee]

II1.4) Que vaut ¥*(1) ? En déduire la valeur de l'intégrale O+°° e tIn(t)dt. IV.10) Montrer que G est de classe C! sur R* .
IL5) Pour x € R, calculer ¥*(x + 1) — ¥*(x) puis montrer que pour tout [v.11) Exprimer pour a > 0, G'(a) en fonction de T'(x), e~ et ¥~

-1
entier n > 2, ¥*(n) = — + nz: % IV.12) Déduire de ce qui précede la relation (R).
= Sens de variation de ¥*
IV La fonction X
‘B IV.13) A partir de la relation (R ), justifier que 35 est définie sur (R* )2
* 1,5 — .
Pour x,y € RY on pose B(x,y) = [, ' 1(1 — )V~ "dt. IV.14) Etablir que Vx,y € R*, g[;(x,y) = B(x,y) (¥*(y) — ¥*(x +v)).

Equation fonctionnelle de IV.15) Pour x > 0 fixé, quel est le sens de variations sur R’ de la fonction

y— B(x,y)?

Vi1 tifier 'exist d , Oet 0. )
) Justifier I'existence de B(x,y) pour x > O ety > IV.16) Montrer que la fonction ¥* est croissante sur R*,..

1. Cette fonction est habituellement plutdt notée ¥, mais nous prenons quelques libertés. — CORRIGE DISPONIBLE SUR HTTP : //CARNOT.CPGE . TNFO —



