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Devoir surveillé n° 05 — 2h

LA CALCULATRICE N’EST PAS AUTORISEE.

Les cing parties sont entierement indépendantes. On conseille cependant de les
traiter dans l’ordre. On indiquera trés précisément a quel endroit se situent les diffé-
rentes parties dans la copie et on prendra soin de grouper toutes les réponses a une
méme partie dans la copie.

On attachera un réel soit a la présentation et a la lisibilité de la copie, sans quoi les
questions ne seront pas méme lues. N'oubliez pas de commenter et d’expliquer vos
programmes si ce que réalisent ceux-ci n’est pas complétement évident.

Les consignes distribuées en début d’année s’appliqueront rigoureusement a ce
devoir.

I Langages reconnaissables

Enoncer précisément le lemme de I'étoile.

On pose X = {a,b}. Déterminer parmi les langages suivants lesquels sont ré-
guliers. Justifier.

1. Ly = {a"b* | n € N*}

2. Ly = {a"b*" | n € N*}
3. Ly = {uv|u,v € £*}

4. Ly = {uu|uex™}
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IT Déduction naturelle

Démontrer que les séquents suivants sont dérivables. ]

1. Enlogique minimale.
AANB,BACHAAC

2. Enlogique minimale. On pourra noter I = {A — (B v C), =B, =C, A}.
A-> (BVC),—|B,—|C = -A
3. Enlogique intuitionniste. On pourranoter I' = {(Av C) = (Bv C),-C, A}.

(AvC)->(Bv(C),-C+A->B

4. Enlogique classique. On pourra noter I' = {C — B,-C — —A, A}.

C—-B-C--AFHA->B

III' Chemin de largeur maximale

Soit G = (S, A, p) un graphe pondéré non orienté connexe. On définit la largeur
d’un chemin ¢ = 5951 .. .5, comme la quantité

I(c)= min p({s; sis1})
O<i<n-1

c’est-a-dire le poids minimal d’une aréte de ce chemin. Un chemin de largeur maximale
entre x et y est un chemin c qui relie x a y dont la largeur est maximale parmi tous les
chemins entre x et y.

Par exemple, considérons le graphe de la figure 1, qui pourrait modéliser un ré-
seau, le poids de chaque aréte représentant la capacité de cette aréte. La largeur d’'un
chemin est contrainte par 'aréte de capacité minimale de ce chemin. Un chemin de
largeur maximale est ainsi un chemin permettant de maximiser la bande passante
entre deux sommets, ce qui n’est pas sans intérét pour les algorithmes de routage.
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FIGURE 1 - Exemple de graphe modélisant un réseau. Le poids de chaque aréte cor-
respond a sa capacité.

Déterminer un chemin de largeur maximale entre Maldon et Feering. Quelle
est sa largeur?

\.

Proposer un algorithme, que I'on décrira sommairement, permettant de trou-
ver un arbre couvrant de poids maximal d'un graphe. Donner, sans justifier,
sa complexité. Dérouler cet algorithme sur le graphe de la figure 1 pour en
trouver un arbre couvrant de poids maximal.

\.

Soit T = (S,B) avec B € A un arbre couvrant de poids maximal de G. Mon-
trer que pour tous sommets x,y € S, T contient un des chemins de largeur
maximale dans G entre x et y.
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En déduire un algorithme, que I'on décrira sommairement, qui permet de trou-
ver un chemin de largeur maximale entre deux sommets x et y et donner sa
complexité.

Cette derniére partie est indépendante des trois questions précédentes.

Question 8

On suppose que 1’on connait la largeur d’un chemin de largeur maximale entre
x et y. Expliquer comment on peut alors construire un chemin de largeur maxi-
male entre x et y en temps O(| A|) linéaire en la taille Tdu graphe. On n'utilisera
donc pas I'algorithme précédent.

11 existe un algorithme linéaire pour trouver un chemin de largeur maximale, du a Abra-
ham PUNNEN (1989), qui utilise cette derniere idée, mais ceci dépase le cadre de ce devoir.

IV Probléeme 2-SAT (en CAML)

Dans cette partie on se propose de montrer que le probleme 2-SAT peut étre résolu
par un algorithme en temps polynomial — et méme linéaire en la taille de la formule.

Une formule booléenne est dite en k-FNC si elle est en forme normale conjonctive,
c’est-a-dire une conjonction de disjonction de littéraux, et que chaque clause contient
exactement k littéraux. Par exemple, les deux formules suivantes sont en 2-FNC.

® ¢p = (—.Z)z \Y% —|U3) A (—-Ul \% 03) A (223 \% 03) A (Z)z \ '01) A (ﬂ‘()z \% 7)3)
o 91 =(v1V -02)A(=01 V) A(=D1V —02) A (D1 V —03)

Le probléme 2-SAT consiste a déterminer si une formule en 2-FNC est satisfiable.
On notera 1 le nombre de variables qui apparaissent dans la formule et m son nombre
de clauses. On supposera toujours que n > 0 et m > 0, une formule sans clauses étant
toujours satisfiable. On suppose également qu’aucune clause ne contient un littéral et
son opposé, sinon la formule n’est évidemment pas satisfiable. Enfin, on suppose que
toutes les clauses sont deux a deux distinctes, en supposant que (v; v v;) et (v; V v;)
représente la méme clause.

On suppose par la suite, quitte a réindexer, que I'ensemble des variables qui ap-
paraissent dans une formule est de la forme V = {vq,vy,...,v,}, avecn = 1.

1. Le graphe est connexe donc |S| = O(|A]).
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On représente les formules sous forme 2-FNC en CAML en utilisant les types sui-
vants :

= Pos of int | Neg of int
litteral = litteral
clause list

type litteral
type clause
type formule

Par exemple, la formule @q est représentée par I'expression suivante :

let phi0 [ (Neg 2, Neg 3);

(Pos 2, Pos 1);

(Neg 1,
(Neg 2,

Pos 3);
Pos 3)]

(Pos 3, Pos 3);

On rappelle que 1'on note / la négation d’un littéral ¢, c’est-a-dire £ = —vsi £ = v
etl=vsil=-v.

Ecrire une fonction label : litteral -> int quirenvoie l'indice de va-
riable d'un littéral et une fonction neg : litteral -> litteral quiren-
voie le littéral opposé d’un littéral donné.

Ecrire une fonction nb_variables : formule —> int quirenvoiele nombre
n de variables qui apparaissent dans une 2-FNC. On rappelle que I'on suppose
que la formule comporte exactement les variables vy, vy, . . ., v, et il suffit donc
simplement de renvoyer l'indice maximal trouvé.

Remarquons qu'une clause (¢1 v £3) peut se mettre sous une forme implicative

E - {> ou E — {1, qui lui sont sémantiquement équivalentes. Nous allons construire
un graphe dont les sommets sont les littéraux sur les variables de ¢ et traduisant
toutes ces implications sur les littéraux.

Soit ¢ une formule en 2-FNC a m clauses sur I'ensemble de variables V = {vy, ..
On définit le graphe d’implication G, de ¢ comme le graphe orienté G, = (S, A) avec:

g

(€1vly) clause de ¢

S=VU{—|U| UEV} A= {(EIEZ)/(Elgl)}

nicolas.pecheux@cpge.info

., U}

Par exemple, le graphe d’implication G, est représenté ci-dessous :

@@

Représenter le graphe G, .

Montrer que la taille du graphe d’implication G, est linéaire en la taille de ¢.
Préciser le nombre de sommets et le nombre d’arcs.

On représente un graphe par liste d’adjacences en utilisant le type suivant :

type graphe

int list array

Les variables propositionnelles étant V = {v1,v,,...,v,} on se donne la conven-
tion suivante : on représente le littéral v; par le sommet 27 — 2 et le littéral —v; par le
sommet 27 — 1.

Ecrire une fonction graphe_implication formule —-> graphe quicréé
le graphe d’implication d"une formule passée en parametre. Cette fonction doit
avoir une complexité linéaire en la taille de la formule. On rappelle que I'on
suppose que toutes les clauses sont distinctes.

Question 14 .

Soit (41, ¢;) € A un arc du graphe d’implication. Montrer que ¢ = {1 — /5.
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Soit 1,0 € S deux sommets du graphe. Montrer que s'il existe un chemin de
{1 atp dans G, alors ¢ F (1 — 4.

.

En déduire que si ¢ est satisfiable, aucune composante fortement connexe de
Gq, ne contient a la fois un littéral et sa négation.

On va montrer que la réciproque est également vraie et en déduire une construc-
tion d’une valuation qui satisfait ¢.

Soit # : V — {0,1} une valuation. On note encore y le prolongement de cette
valuation aux formules.

ontrer que si @ est satisfiable, alors 1 est constante sur chaque composante
Mont t satisfiabl 1 t tant h t
ortement connexe de G, c’est-a-dire que tous les littéraux d’'une méme com-
fort t d Gy, 'est d t les litt d’

posante fortement connexe ont la méme valeur de vérité.

e Tant qu’il reste des sommets :

o choisir C une composante fortement connexe puits (on a donc C qui est
une source);

o affecter une valeur de vérité a toutes les variables propositionnelles de C
de telle maniere a avoir u(¢) = 1 pour tout sommet ¢ de C; on aura donc

#(f) = 0 pour tout sommet £ de C et donc tous les littéraux de C auront
pour valeur de vérité 0;

o supprimer tous les sommets de C et C.

Par exemple, pour le graphe G, cet algorithme commence par la composante
fortement connexe {v1, —vp, v3} et affecte donc u(vy) = p(vs) = 1 et u(vy) = 0 puis
supprime les sommets de la composante fortement connexe {v1, =v, v3} et de sa com-
posantes opposée, c’est-a-dire en fait ici tous les sommets. On vérifie que 'on a bien

HE@.

|

Quel algorithme peut-on utiliser pour trouver les composantes fortements con-
nexes? Décrire rapidement mais précisément le principe de cet algorithme.
Quelle est sa complexité?

On suppose désormais que dans le graphe G, aucune composante fortement Connexem

ne contient a la fois un littéral et sa négation.

Remarquons que le graphe est antisymétrique : si (£1,£,) € A alors (¢3,41) € A.
Ainsi, si {1,{, € S sont deux sommets de Gy, il existe un chemin de /1 a ¢, si et
seulement s'il en existe un de £, a /1. Il s’ensuit que 'ensemble des négations des lit-
téraux d'une composante fortement connexe C est encore une composante fortement
connexe que 1’on note C.

Remarquons également sil existe un chemin d"un composante fortement connexe
C a une autre C', ce que l'on note C — C' alors on ne peut pas affecter la valeur vraie
a C et fausse a C'. Ainsi, si C est une composante fortement connexe qui est un puits
du méta-graphe des composantes fortement connexes, on a tout intérét a affecter la
valeur de vérité 1 a tous ses littéraux. Ceci impose que C, qui est une composante
fortement connexe source, verra tous ses littéraux évalués a 0, ce qui ne pose pas de
probleme pour les implications.

On propose alors l'algorithme suivant pour construire une valuation y qui satisfait
@. On commence par une valuation y qui n’affecte encore aucune valeur de vérité a
aucune variable.
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Comment implémenter efficacement la recherche d'une composante fortement
connexe puits? On rappelle que I'on souhaite une complexité linéaire pour la
méthode complete.

Montrer que cet algorithme se termine et que la valuation y renvoyée est bien
définie pour toute variable de V.

Montrons que p est bien un modele de ¢, c’est-a-dire que chaque clause est
bien satisfaite.

J

On a donc montré que la formule ¢ est satisfiable si et seulement si aucune com-
posante fortement connexe de G, ne contient a la fois un littéral et sa négation. On a
également montrer, dans le cas ol ¢ est satisfiable, comment en construire un modele
en complexité O(n + m) linéaire en la taille de la formule.
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On supposer disposer d'une fonction composantes_fortement_connexes
graphe —> int array quirenvoie un tableau associant a chaque sommet l'identi-
fiant unique de sa composante fortement connexe. On suppose que la complexité de
cette fonction est en O(|S]| + | A]).

Ecrire une fonction satisfiable formule —> bool quiindique si une
formule est satisfiable ou non. On demande une complexité linéaire en la taille
de la formule O(n + m) ol n est le nommbre de variables et m le nombre de
clauses. On justifiera rapidement.

V Caractérisation des programmes bien typés

Le langage CAML utilise un systeme d’inférence de type pour vérifier que les ex-
pressions du langage sont bien typées. Il est possible de formaliser le caractere bien
typé des expressions a I'aide d’un systeme de regles. Dans cette partie, on se propose
de manipuler un tel systéme pour un petit fragment du langage CAML, ne contenant
que les entiers, les booléens et les fonctions.

Nous allons établir une relation entre les expressions bien typées € et les types T.
Pour une expression bien typée e € £ et un type T € 7 nous noterons - e : T le
jugement correspondant au fait que 'expression e est de type 7. Ce type de relation
sera appelé un jugement de type. Par exemple, on aura le jugement = 42 : int et le
jugement = true : bool.

Par ailleurs, partant de deux expressions £ et e pour lesquelles on aurait justifié
- f:0 — Tethk e : o, alors on en déduit que I'application de £ a e est légitime et on
obtient le jugement = (£ e) : 7. Par exemple, a partir du jugement = succ : int —
int et du jugement = 42 : int on en déduit le jugement = (succ 42) : int. Cette
combinaison sera a 1’origine d'une régle.

1. Donner, sans justifier, le jugement que 1’on obtiendrait pour 'expression (max
42) . On ne demande pas d’évaluer cette expression.

Il nous reste a déterminer comment doivent étre typées les variables et garan-
tir qu'une méme variable est toujours typée de la méme maniere. Par exemple pour
émettre un jugement de type pour l'expression fun x —-> e, dont le type est de la
forme o — 7,avece = (x = x) dont le type doit donc étre 7, il faut garantir que les
occurrences de x dans e doivent étre de type o. On introduit pour cela un environne-
ment de typage ou contexte, noté I', qui associe a certains noms de variable un type. Le
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jugement de typage sera donc de la forme
I'Fe:7

pour sigifier : «si chaque variable x de ¢ a le type indiqué par I’environnement I', alors
I'expression e est bien typée et a le type 7. Ici, on aurait par exemple I' = e : bool, avec
I={x:1}.

On introduit maintenant les regles appelées reégles de typage.

Constantes : Les axiomes indiquent que les constantes du langage ont bien le type
attendu. Il y en a une infinité, puisqu’il y a une regle pour chaque entier.

pour tout n € IN

— cste cste — cste
I' = true : bool T' false : bool T+ n:bool

Variables: Un autre axiome fondamental permet d’associer son type a une variable
en consultant simplement I'environnement. Comme en déduction naturelle I', x : T
désigneI' U {x : T}.

— var
Ix:tkx:71

Fonctions : Enfin, nous ajoutons deux regles relatives a ’abstraction permettant de
définir les fonctions et a leur application a des arguments.

I'Hf:o0->7 Thlke:co
T'E(f e):T

I'x:oke:T

abstr

appli
'k fun x —> ete:o—>T
On considere I'environnement de typage ' = {£ : &« = (B = 7),g: f = a} oua, B
et v sont des types arbitraires. La dérivation suivante permet d’attester que 1'expres-
sion fun x -> £ (g x) x estbien typée de type p — 7 dans I'environnement de

typage I'.

—— () ——————— (6)
INx:BEx:pB Ix:BFg:p—ua
@ )
INx:BFg x:a
3

Ix:pHf:a—=(—-17)
Ix:BEHEf (g x):p—>7
Ix:BHEf (g x) x:9

—
Ix:BFHx:
B B 2

@
'H£f (g x) x:p—>7
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Le nom des régles utilisées n’a pas été indiqué sur l'arbre ci-dessus. Indiquer,
pour chaque regle entre (1) et (8) le nom de la regle utilisée. Il est inutile de
recopier l'arbre en entier, il suffit d’indiquer en face de chaque indice (i) le
nom de la regle.

On indiquera impérativement par la suite le nom des regles utilisées.

Question 24

m 3

En procédant par conditions nécessaires sur le schéma de dérivation qui per-
mettrait d’obtenir = fun £ -> £ 1 2:p — a, montrer que nécessairement,
B =int = (int - «).

Question 28 .

Conclure.

Montrer que les jugements de type suivants sont dérivables :

1. OnpourranoterI' = {f : a — B, x : a}
Ffun £ —> fun x —> £ x:(a—>B)—>a—-p
2. OnnoteI = {succ : int — int} et on pourra noter A = T'U {x : int}.

IT' (fun £ —-> succ x) 42 :int
Inversement, on peut également constater que ces regles ne permettent pas de
dériver un jugement de typage pour des expressions incohérentes.

Considérons l'expression e = (fun £ -> £ 1 2) (fun x —> 3). Nous al-
lons raisonner par I'absurde pour montrer que cette expression n’est pas typable par
un jugement de typage. Supposons donc par 1’absurde que 'on a réussi a dériver le
jugement de typage - ¢ : « pour un certain type a. On pourra remarquer par la suite
le fait que le type int ne peut pas étre décomposé comme un type de la forme g — 1.

Quelle est la seule régle qui a pu étre utilisée en dernier pour obtenir ce juge-
ment?

On remarque alors qu'il est nécessaire de fournir des dérivations pour les juge-
ments : = fun x -> 3 : Betk fun £ -> £ 1 2 : B — a pour un certain type

B.

Question 26

Considérons d’abord le jugement = fun x -> 3 : B. De quelle forme doit

alors étre le type 57
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