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Réductions

» Question I Pour 0/1-Knapsack, on prend la partie I comme certificat et 1'on vérifie que ) ;.;vi > V et
> ict Wi < W, ce qui peut bien se faire en temps polynomial.
De méme pour Knapsack en prenant cette fois le n-uplet xy, . . ., Xxn—1 comme certificat.

» Question 2 Il reste a montrer que 0/1-Knapsack est NP-dur. Pour cela, on considére une instance (X, S) de
SusserSum, avec X = Xg, ..., Xn—1 et I'on définit l'instance suivante de 0/1-Knarsack, que l'on peut facilement
produire en temps polynomial en |(X, S)| :

» les n objets sont les couples (xi,xi);

s W= S,’

n V=S
Cette instance est positive si et seulement si il existe I tel que } ;c;xi <W =Set) ;x> V =S, donc si
et seulement si il existe I tel que ) ;.| xi = S, ’est-a-dire si et seulement si (X, S) est une instance positive de
SusserSum. On en déduit que SusseTSum <, 0/1-Knapsack. Etant donné que SusserSum est NP-complet et que
0/1-Knapsack € NP, on conclut que 0/1-Knapsack est NP-complet.

» Question 3 Soit I C [0...n—1]telque } ;.;x; =S.Pour 0 <i<mn,onpose:
m Ay =0siiel, A\ =1sinon;
m Al =1siie I, A =0sinon.
On a alors :
n—1 n—1
Z}\iyi + ZM‘J{ = ZU{ +Zyi
i=0 i=0 iel igl
n—1
=) (2" +2')mB+) x
i=0 iel

n—1
=nB (2“+Zzi> +5S
i=0
Comme V=W = §’, G est bien une instance positive de Knapsack.

» Question 4
Comme n2"B < y; < y{ pourtoutie [0...n—1],ona:

n—1 n—1 n—1
> Ay ) Myi>n2"BY (Ai+A])
i=0 i=0 i=0
=n2"BN
D’apres notre hypothese, cela signifie que S’ > n2"BN. Or :

S'=Mm2"+2"—1)nB+S
<((m+1)2"—1nB+B par définition de B
<n(n+1)2"B

Ainsi, n2"BN < n(n +1)2"B et donc N < n puisque N et n + 1 sont entiers.
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» Question 5 Ona:

n—1
$'=) (Awi+Ayi)
i=0
n—1 n—1
=nBY A+A)QY 429+ ) Axi
i=0 i=0
n—1
—nB <N2“+Z(?\ +Al) ) Z?\ Xi
i=0

Or Y 1) Al < n d’apres la question précédente, donc 31" A/x; < nB par définition de B. Légalité ci-dessus
est donc une division euclidienne de S’ par nB, tout comme la définition de S’ (puisque 0 < S < B), d’'ou:

n S =Y Ax
 N2M o NG A2 =2 4 Y 2t

» Question 6 On applique le résultat admis a la deuxiéme égalité prise modulo 2™, on obtient A; + A/ = 1 pour
tout 1, et donc A] € {0,1} pour tout i. En posant I ={i € [0...n —1] | A{ = 1}, la premiére égalité devient alors
S = Ziel xi, et F est donc une instance positive de SuserSum. On a donc :

n F € I, (SuBserSum) si et seulement si G € I, (KNaPsack);

» G peut étre construit en temps polynomial a partir de F (la question éventuelle porte sur les multiplications
par nB, mais elles se font en temps polynomial en log(nB), donc polynomial en |F|);

» Knarsack € NP et SusserSum est NP-difficile.

On conclut donc que Knarsack est NP-complet.

Il Algorithmes d'approximation

» Question 7 Ennotant Aj,...,A}_; la solution optimale, on a:

Vo . .
< — E Aiwy décroissance des v; /w;

< —W d’apreés la contrainte sur le poids total

» Question 8 Notons Ay, ...,A,_1 la solution renvoyée par 1’algorithme glouton et v la valeur totale associée.
Ona (1+2Ag)wg >Wd’ apres I'algorithme, donc 2Agwy > W puisque Ag > 1 (puisque wy < W). On en déduit :

v = AgVo

> —_—
2W0 Vo
Tw¥

:2 Wo

>1v
2

*

L'algorithme fournit bien une 1/2-approximation.
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» Question 9 On crée un tableau (0,...,n — 1) que l'on trie par valeurs décroissantes de vi/w; a l'aide de
Array.sort. On utilise le signe de vjw; — viw; et non celui de - — Y- puisque les divisions seraient des
j i

divisions entiéres.

r

let by ratio v w =
let n = Array.length v in
let indices = Array.init n (fun i -> i) in
let cmp i j = v.(j) * w.(i) - v.(i) * w.(j) in
Array.sort cmp indices;
indices

» Question 10 On remarque que A; correspond au quotient de la division euclidienne de la capacité restant
disponible par w;. La fonction by_ratio permet de traiter les objets par v/w décroissant.

7

let greedy v w capacity =
let n = Array.length v in
let lambda = Array.make n 0 in
let r = ref capacity in
let indices = by ratio v w in
for i =0 ton - 1 do
lambda. (indices.(i)) <- 'r / w.(indices. (1));
r := !r - lambda. (indices.(i)) * w.(indices. (1))
done;
lambda

» Question Il L'appel a by ratio se fait en temps O(n logn), et la boucle s’exécute ensuite clairement en temps
linéaire en n. Au total, on a donc une complexité en O(nlogn).

» Question 12 Considérons l'instance avec deux objets (1,1) et (N —1,N) et W = N. L'algorithme glouton
choisira le premier objet puisque Mg < 1 et on obtiendra donc v = 1, alors qu'on a immédiatement v* = N —1.
Le rapport d’approximation est donc . Sil'on fixe « > 0, il suffit donc de choisir N + 1 > 1/« pour obtenir

un rapport d’approximation strictement inférieur a o : I’algorithme ne fournit pas une x-approximation.

» Question 13 C’est immédiat : toute solution admissible pour 0/1-Knapsack, est également admissible pour
FracTioNAL-0/1-KNAPSACK,,.

» Question 14 Il faut utiliser au maximum les objets ayant un bon ratio valeur/poids. On propose I’algorithme
suivant :
Trier les objets par vi/w; décroissant.
A+ (0,...,0) (taille n)
R+ W
pouri=0an—1 faire
Ali] < min(1, R/wy)
R+ R—A[]-wy
renvoyer A
Le tri se fait en O(nlogn) et le reste en O(n), donc O(nlogn) au total.

» Question 15 Considérons I etjen fin d’exécution. Sij = —1, alors on a pris tous les objets, ce qui est clairement
optimal : on suppose donc a présent j # —1.
On constate que 1'algorithme de la question précédente aurait renvoyé A\g = --- =Aj_1 =1, Aj € [0,1[etA; =0

pour i > j, pour une valeur totale Vi > V*. On a donc:

i—1
Z Vi = Z\ii +>\jVj +(1 —7\]')\1)' + Z Vi
i=0

ielufj} i€l,i>j
Vi

VoV
S5

Ainsi, vj + Ziel vi = V*, et donc max (vj, Ziel vi) > VT Or ce maximum est précisément la valeur de la
solution renvoyée, donc on a bien une 1/2-approximation.
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‘ Résolution exacte

» Question 16 On implémente I'algorithme de la question 14, qui a clairement la complexité demandée :

let relax (v, w, rem capacity) k =
let n = Array.length v in
let sum v = ref 0. in
let rem w = ref (float rem capacity) in
for i = k ton - 1 do
let lambda = min 1. (!rem w /. float w.(i)) in

sum_v := !sum v +. lambda *. float v.(i);
remw := !lrem w -. lambda *. float w. (i)
done;
I'sum v

» Question 17 Etant donnée une solution partielle s de taille k, on note cap(s) la capacité restante et val(s) la
valeur des objets présents. Si s’ étend s, on a nécessairement val(s’) < val(s) + *, ot * est la valeur optimale
del'instance (vx,...,Vn—1), (Wk,...,wn_1,cap(s) de 0/1-KnaPsack,. Or relax fournit la valeur optimale 1§ de
cette méme instance vue comme une instance de FracTionaL-0/1-KNAPsAcK,, et I'on a donc 5 > 1*, et méme
[73] = v* puisque 1 est entier. On en déduit la condition d’élagage.

On écrit ensuite la fonction, dans laquelle on a choisi de toujours s’autoriser a prendre 'objet k et donc de
vérifier au début de la fonction aux que l'on n'a pas dépassé le poids total autorisé. Les objets étant classés
par rapport valeur sur poids décroissant, il est plus intéressant de commencer par explorer la branche dans
laquelle on prend l'objet, pour obtenir rapidement une solution « pas trop mauvaise ».

Dans la fonction aux, le parametre k indique la taille actuelle de la solution partielle, sum_v la somme des
valeurs des objets déja choisis et cap la capacité restante étant donnés les choix déja effectués.

let solve ((v, w, capacity) : instance) =
let n = Array.length v in
let sol = Array.make n false in
let opt v = ref 0 in
let opt sol = ref [||] in
let rec aux k sum v cap =
if cap < 0 then ()
else if k = n & sum_v > l!opt v then (
opt_v := sum_v;
opt sol := Array.copy sol
) else if k < n
&& sum_v + int of float (relax (v, w, cap) k) > 'opt v then (

sol. (k) <- true;
aux (k + 1) (sum v + v.(k)) (cap - w.(k));
sol. (k) <- false;
aux (k + 1) sum v cap
) in

aux 0 O capacity;
lopt_sol, !opt_v
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